Equazioni goniometriche
riconducibili a quelle
elementari

In questa dispensa vengono presentati diversi esempi di equazioni
goniometriche riconducibili a quelle elementari.

Dopo qualche esempio di equazioni immediatamente riconducibili a quelle
elementari, si passa a considerare quelle nelle quali una funzione
goniometrica compare elevata al quadrato.

Infine si esaminano alcune equazioni goniometriche che possono essere
ricondotte a quelle elementari tramite sostituzione.
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Equazioni immediatamente riconducibili a
quelle elementari

In questo primo paragrafo vediamo degli esempi di equazioni immediatamente riconducibili a quelle
elementari; per ricondursi alla forma di un’equazione goniometrica elementare sono sufficienti, in questi
casi, semplici manipolazioni algebriche, come la moltiplicazione (o divisione) di entrambi i membri per una
stessa quantita o I'applicazione della regola del trasporto.

2senx = —V3
In questo caso, per ottenere un’equazione elementare, é sufficiente dividere entrambi i membri per 2; si
ottiene:
V3
senx = ——
2
Y A

oy

Facendo ricorso alla rappresentazione sulla circonferenza goniometrica (ricordando che il seno varia
sull’asse delle ordinate), si ottengono immediatamente le due famiglie di soluzioni:

_2 + 2k
x=gm s

_2 + 2k
x=3m 8
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\/§tgx=1

Anche in questo caso ci si riconduce ad un’equazione elementare dividendo primo e secondo membro per
una stessa quantita.

tgx =

1
V3

Y A

- |._.
wl

=

Ricorrendo alla rappresentazione grafica della tangente sulla circonferenza goniometrica, si ottiene
I'insieme di soluzioni:

_T[ k
x—g+ 1
J2cosx+1=0

Portando 1 al secondo membro e dividendo per v/2, si ottiene I'equazione elementare:

1
COSX = ——
V2
Facendo ancora ricorso alla rappresentazione grafica, si ottengono le due famiglie di soluzioni:
3 + 2k
X=-7 T
4
> + 2k
X=-7 T
4
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rall =

=

ooy

Equazioni con funzioni goniometriche al
quadrato

Le equazioni di questo tipo si riconducono a una coppia di equazioni goniometriche elementari, da risolvere
separatamente, come vedremo nei seguenti esempi.

Prima di passare a considerare casi particolari, osserviamo che I'equazione

ffx)=a
(con a = 0), & equivalente alla coppia di equazioni f(x) = va e f(x) = —/a, cioé ha come soluzioni le
soluzioni dell’'una, dell’altra o di entrambe.
sen?x = 3
4
L’equazione é equivalente a
e
senx = + |-
.4

E’ necessario risolvere separatamente le due equazioni goniometriche elementari:
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V3 V3

senx =— e senx = ——
2 2

Nelle seguenti figure riportiamo la rappresentazione grafica per ciascuna di esse.

Y A
2n b
/ \ 2
!‘/ )('
Y A
)('
3
o~ — 5 :
3 3

La prima equazione ammette le due famiglie di soluzioni:
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T 21
x=§+2kn e x=?+2k7r

La seconda ammette le due famiglie di soluzioni:

4 5w
x=?+2kn e x=?+2k7r

Queste quattro famiglie di soluzioni costituiscono quindi tutte le soluzioni dell’equazione data; esse si

possono scrivere in forma piu compatta nel modo seguente:

=24k “2 ok
x—§ T[ex—? T

1
20 ==
cos~x >

Ragionando come nell’esempio precedente, si hanno le due equazioni:

1 1
COSX =—= € (CO0SX = ——

V2 V2

Ricorrendo al metodo grafico, si hanno le seguenti figure:

Y
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Y 4
1
V2
3 /—

Eal

La prima equazione fornisce

=2 ok LI
X = 4 m e x= 4 T
La seconda fornisce:
LY LY
X = 4 T e X = 4 T

Queste quattro famiglie costituiscono le soluzioni dell’equazione data e si possono scrivere in forma

compatta:
S
TTRT
tg’x=1

Questa equazione si riconduce alle due equazioni goniometriche elementari
tgx =1 e tgx=-1

Ricorrendo ancora al metodo grafico, si ottengono le figure seguenti:
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Le soluzioni sono

In forma compatta si ha x = %+ k%.

Y &
1
1
X'
Fiid
4
Y &
5m
4
0 X
T
Y -1

T T
X=Z+k7'[ e x=—+kn
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Equazioni goniometriche risolvibili per
sostituzione

In questo tipo di equazioni, come argomento della funzione goniometrica non c’e I'incognita x, ma una
funzione di essa. Tramite una sostituzione (cioé un cambio di variabile) ci si riconduce alle equazioni
goniometriche elementari, come vediamo nei prossimi esempi.

sen (4x — =

T ., . .
Ponendoy = 4x — 3 I’equazione diventa:

seny = —

I~

Questa & un’equazione goniometrica elementare iny.

Y

N

Le due famiglie di soluzioni sono y = % +2kmey = %ﬂ + 2km. Queste sono espresse nell’incognita y,

=y

mentre I'equazione data € in x. Per avere le soluzioni espresse rispetto a x, dobbiamo innanzitutto invertire

la relazione che legaxey.

T
=4x ——
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4—+n
x—y3

_1 +T[
x—4y

12
Le due famiglie di soluzioni espresse in x sono:

x=%(%+2kn)+1—n2=%

_1(37r+2k)+7t 3
=3\ )T 12

" 16

T[

+—+k
12

T[

+
12

s
2

2

2cos(2x —m) = —/3

Ponendo y = 2x — m, si ha: 2cosy = —/3, cioé

V3
cosy = ——

y 4

oy

Le soluzioniiny sonoy = 5?” +2kmey = %ﬂ + 2km.

Esplicitando la x rispetto alla y si ha:

1 T

x=5y+i

Le due famiglie di soluzioni espresse x sono:
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A 12
_1(77r_|_2 )+n_13n+k
*=3\6 T)T2 =12 T

2sin(7x—1) =3

Dividendo primo e secondo membro per 2, si ha

3
sin(7x —1) = >

Senza procedere al cambio di variabile, possiamo subito dire che I'equazione € impossibile, essendo 7> 1

ed essendo il seno di qualunque angolo compreso tra-1e 1.
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